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Un satel-lit paradoxal

Introduccio

El moviment de satél-lits en orbita és una de les aplicacions que s’estudia a partir de la
llei de la gravitacié universal i que més atrau I'atencié de I'alumnat, segurament a causa
de l'actualitat de la tematica i del seu caracter innovador, tot i que el primer satél:lit
artificial (Sputnik 1) es va llancar a I'espai el 4 d’octubre de 1957, ja fa més de 50 anys!

Es facil arribar a calcular la velocitat que ha de mantenir un satél-lit (massa m) en orbita
circular (radi r) al voltant de la Terra (massa M). Apliquem la segona llei de Newton i
tenim en compte que, sobre el satél-lit, només actua la forga gravitatoria, que és la
responsable de la seva acceleracié centripeta.

Y F=ma

L'apliqguem només en la component centripeta

Z F. =m-a,

és a dir,

i després aillem la velocitat

L= [GM (1)
r

També és relativament senzill realitzar el calcul de l’energia d'un satél:lit en orbita
circular (de radi r). Cal sumar I'energia cinética i la potencial gravitatoria:

E:lm.v2 _GM_m
2 r

i substituint la velocitat per I’expressio (1) obtenim:

_GMm
2r

E =

Paradoxa

Es possible que alguna vegada ens haguem fet la pregunta, o potser ens I'ha fet aquell
alumne espavilat que sol fer preguntes “intel:-ligents”:
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Si un satél-lit que esta en orbita engega els coets propulsors, tot faria
pensar que, en guanyar velocitat i, per tant, augmentar l'energia, s'hauria
d'allunyar de la Terra i, per tant, hauria de passar a orbites amb radis més
grans. Pero, paradoxalment, comprovem que justament les Orbites més
allunyades de la Terra son les que tenen velocitats més petites (segons
l'expressio (1)).

Aixi doncs tenim una paradoxa que cal solucionar!

Solucid

La soluci6 és molt senzilla i podem
explicar-la a I'alumnat de batxillerat, tot
i que els detalls dels calculs numeérics
(no gaire complicats) queden fora del
seu curriculum. Vegem-ho.

Les formules que acabem de calcular i
que solem aplicar en tots els exercicis
corresponen només a Orbites circulars
malgrat que sabem que la primera llei
de Kepler diu que, en general, les
orbites dels satél-lits sén el:-liptiques.
Aixi doncs la solucid6 a la nostra
paradoxa és senzillament que el satél-lit
que orbita amb velocitat v, i que guanya Figura 1

velocitat (fins el valor ves > Vva)

abandona I'0rbita circular i passa a orbitar en una el:lipse al voltant de la Terra (Figura
1).

Vea

Segons la segons llei de Kepler!, la velocitat d’un planeta varia segons el punt de la
trajectoria al voltant del Sol:

El radi vector que uneix el planeta amb el Sol escombra arees iguals en
temps iguals. Per tant, el planeta es desplaca més rapidament quan esta
en el periheli (punt de I'orbita situat a la minima distancia del Sol) (Veas)
qgue quan és en l'afeli (punt de I'orbita situat a la maxima distancia del Sol)

(VeB) .

! Wikipédia: http://ca.wikipedia.org/wiki/Lleis_de_Kepler
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De manera que, tal com
observem en la Figura 2,
Vea > VeB:

Aixi doncs pergué un
satél-lit situat en una
orbita circular (radi ra)
es pugui situar en una
orbita circular de radi
més gran (rg) cal que
recorri una oOrbita de
transferéncia el-liptica
amb una velocitat
maxima (Vea) quan es
troba a una distancia ra
de la Terra i minima
(Vee) quan esta a una
distancia rg.

El procés sera, doncs, el
seglient: el  satel-lit
orbita circularment (radi
rn) amb una velocitat v, i
cal que acceleri fins a
obtenir una velocitat
superior Vea que
correspon a la velocitat
del perigeu (punt de

I'Orbita situat a la Figura 2
minima distancia de la
Terra) de I’0rbita

el-liptica de transferéncia. Mentre recorre la trajectoria el-liptica va disminuint la velocitat
fins a arribar, just en I'apogeu (punt de I'0rbita situat a la maxima distancia), al valor
Ves. Aquesta disminucié de velocitat es pot argumentar de forma senzilla, tenint en
compte que al llarg de la trajectoria, d’A fins B, el satél-lit puja (s’allunya de la Terra).
Just en aquest moment (apogeu) ha de tornar a accelerar per augmentar la seva
velocitat fins a la velocitat vg, que el situa a I'0orbita circular de radi rg.

Aixi doncs la paradoxa és que el satél-lit ha d'augmentar dues vegades la seva velocitat
per acabar en una orbita on la seva velocitat és inferior a la inicial. La segona llei de
Kepler, és a dir, la variacié de la velocitat al llarg de la trajectoria el:-liptica, ens explica
satisfactoriament la paradoxa.

Alguns calculs

El calcul de les velocitats en orbites el-liptiques és relativament facil, tot i que no s’inclou
en el curriculum del batxillerat.

En el moviment d’un sateél-lit (orbites circulars o el-liptiques) s’han de conservar |'energia
(E) i també el moment angular (L). Si escollim dos punts, 1 i 2, complint que el vector
velocitat sigui perpendicular al vector posicié (tal com es compleix en els punts escollits
de les trajectories de la Figura 2), tenim:
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E=%mv12—GM;m=1 2 _gMm (2)

—mv;
r 2 r,

L=mryv,=mnyv,

Tenint present que el concepte de moment angular no figura en el curriculum del
batxillerat, per facilitar-ne la comprensié a l'alumnat d’aquest nivell, en comptes de
parlar de conservacié de moment angular podem igualar les dues arees escombrades en
el perigeu i en I'apogeu de |'drbita el:liptica, punts 1 i 2, tal com diu la segona llei de
Kepler o llei de les arees (triangles amb una algada r i una base v-dt, on dt és un
diferencial de temps), que és conseqliéncia directa de la conservacié del moment
angular:

ds = %vlrldt - %vzrzdt (3)

A la igualtat (3) aillem la velocitat v,

vy =—1 (4)

Multipliguem per 2 la igualtat de (2) i després simplifiquem la massa m del satél-lit

, 2GM _ , 2GM
Vi———=vy; ———
r r

I substituim v, pel valor obtingut en I’'expressid (3)

, 2GM _ Vir} 2GM
V1 - - 2 -
r ry r,

Amb alguns calculs senzills, podem aillar v, fins a obtenir I'expressio
2GM n,
V1 = —_— e =
r+rn n
I utilitzant de nou I'expressié també obtenim el valor de la velocitat v,
2GM
V2 = P S
r+rnn

Podem comprovar que si |'orbita és circular, és a dir, r; = r, aleshores obtenim en
gualsevol de les dues férmules la velocitat v

v—\/ZGMi— 2GM _ [GM
r+rr 2r r

que coincideix amb I'expressio (1) que permet calcular la velocitat orbital circular.

També podem comprovar que si |I'0rbita no és tancada (en el limit r, - o i v, = 0)
obtenim I'expressid
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L JZGM r _JZGM
vy = lim NV,
1

que correspon a la velocitat d’escapament d’una orbita circular.

Ara estem en condicions de resoldre numeéricament algun exercici i comprovar-ho amb
alguna simulacié.
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